Kapitel 3

Likelihood-Inferenz

3.1 Parametrische Likelihood-Inferenz

Situation: Py = {f(x|f) : 0 € O}, © C RP, p < n, p konstant fiir n — oco. f(x|f) ist eine
diskrete oder stetige oder allgemeiner eine Radon-Nikodym-Dichte.

Definition 3.1 (Likelihoodfunktion). Die Likelihoodfunktion von 6 € ©,

L(0) = f(x|0),

ist definiert als die Dichte der beobachteten Daten X = (Xi,...,Xp) = & = (21,...,75),
betrachtet als Funktion von 6. Mit L(0) ist auch L(0) = const x L(0) eine Likelihoodfunktion.

Zu unterscheiden sind folgende Situationen:

1. X1,..., X, sind i.i.d. wie X; ~ fi(x]6) (Statistik IV). Es gilt die Faktorisierung

L) = [ ] f1(x:16).
i=1

2. Xq,..., X, — bzw. Yi|z1,...,Y,|z, im Regressionsfall bei einer Zielvariable Y und
Kovariablenvektor z — sind unabhéangig, aber nicht mehr identisch verteilt. Es gilt die
Faktorisierung

L(O) = [ ] fil=il6).
i1

3. Die Paare (X¢, X§),..., (X%, X?),..., (X% X3) sind unabhiingig, die einzelnen Kompo-
nenten innerhalb eines Paares unter Umstanden abhangig. Die Indizes s, d beziehen sich
auf stetige bzw. diskrete Variablen. Eine derartige Datenlage ergibt sich beispielsweise
bei Survivaldaten mit stetigen Uberlebenszeiten und einem diskreten Zensierungsindi-
kator de = I(C; < T;), wobei C; bzw. T; den Zensierungs- bzw. Verweildauerprozess
bezeichnen. Unter obige Situation fallen auch Mischverteilungsmodelle. X,Ld enspricht
dann einer Klassenzugehdrigkeit und X7 einem stetigen Merkmal(svektor).
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4.

Zeitlich korrelierte Daten / Stichprobenvariablen X7, ..., Xy, ..., X,, mit Dichtefunkti-
on

flzr, .o ey xn|0) =
fanlen—1,. 2t .., 2130) oo f(@n—t|Tp—2,. .. 2150) - ...« f(22|2150) f(21]6).

Bei Markov-Ketten erster Ordnung mit der FEigenschaft

f(xn|xn—17 s Ly 9) = f(xn|$n—1; 9)

vereinfacht sich die Likelihood zu

L(6) = (H f($i|xi1;0)> f(z1]6).
=2

Beispiel 3.1 (zu diesen vier Situationen).

1.
2.

Siehe Statistik 1V bzw. Grundstudium.

Regressionssituationen (Querschnittsdaten) mit unabhdingigen Zielvariablen Y1|z1, ..., Yn|zn
und festen Kovariablen z;:

e klassisches lineares Modell: Yi|z; ~ N(z] 3,02,
e Logit- oder Probitmodell: Y;|z; ~ Bin(1,m; = h(z] B)),
e Poisson-Regression: Yi|z; ~ Po(\; = h(z]'B)).

Markov-Ketten, autoregressive Modelle fir Zeitreihen/Longitudinaldaten.

. Autoregressiver Prozess 1. Ordnung: Sei

Xi=a+7Xi1+¢&
mit g, “& N(0,02) oder — mit zusdtzlichem (zeitabhingigen) Kovariablenvektor z; —
X;=a+vXi—1+ 2 B+er

In letzterem Fall hat die Likelihood die Form

L(0) = (H ﬂ(m\a:i_l;e)) fil@)
=2
mit
filwilzi1;0) = ¢(zi]a + vt + 2 B,0%),

wobei ¢(x|u, %) den Wert der Normalverteilungsdichte mit Erwartungswert y und Va-
rianz 7% an der Stelle x bezeichnet.

Beispiel 3.2. Wir betrachten unabhdngige, aber (teils) unvollstindige Ziehungen aus N (6,1).

1. Ziehung: Es set x1 = 2.45. Dann ist

1
V2T

L1(8) = é(z1 — ) = —— exp <—;(2.45 _ 9)2> .
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2. Ziehung: Es sei nur 0.9 < xg < 4 bekannt (unvollstindige oder intervallzensierte Beobach-
tung). Die Likelihood lautet dann:

Ly(0) =Pp(0.9 < Xo < 4) =P(4—0) — P(0.9 —0).
Formal konnte man auch eine bindare Variable

1, 09< X9 <4
Xg _ ) 2 )
0, sonst

mit Dichtefunktion
) =P(X{=1)=®(4—0) — (0.9 —0)
definieren.
3. Ziehung: z1,...,zp seien i.i.d. Realisierungen aus N(0,1). Bekannt sei aber nur

T3 = MaxX z; = Z(n)-
1<i<n (n)

Der Rest sind fehlende Werte (,,missing values”). Die Verteilungsfunktion von
X3 = Z(n) 15t

Fo(zin)) = Po(Zny < 2n)) = Po(Zi < 2 V 1)
= [(I)(Z(n) — 9 ]n

Die Dichte ergibt sich tiber Differentiation beziiglich 0:
fo(zm)) = n[®(z(my — O S2(n) — 0),
d.h. fir zum Beispiel n =5 und z(,) = x3 = 3.5 gill
L3(0) = 5[®(3.5 — 0)]*¢(3.5 — 6).
Die gesamte Likelihood der drei Beobachtungen ist
L(0) = L1(0) - L2(6) - L3(0),
also das Produkt der Likelihoodfunktionen L1, Lo und Ls.

Fazit: Die Likelihood ist sehr allgemein definiert.

Beziehung zur Bayes-Inferenz
e p(6) sei die Prioriverteilung,
o f(x|0) = L(6) die Likelihood.
e Dann ist

p(0lz) o p(6)- L(6)
,Posteriori” o ,Priori” x Likelihood.
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Likelihood-Quotient
Frage: Wie vergleicht man die Likelihoods L(#1) und L(6s) fiir 61 # 657

Antwort: Man betrachtet den Quotienten (nicht die Differenz), da dieser invariant gegeniiber
eineindeutigen Transformationen

Ty =y(r) & y—xy)

ist. Fir stetige x,y gilt mit dem Transformationssatz fiir Dichten:

(5)

det (am)‘ _ LlOzy) _ L(022)

dy L(0;y) L0y )

fy (Wl0) = fx(x(y)0)

und somit

L(0;y) = L(0; )

Satz 3.2.

1. Sei T = T(X) suffizient fir 0. Dann gilt L(0;x) = const x L(0;t) mit t = T(x),
d.h. L(0;z) und L(0;t) sind dquivalent.

2. L(6;x) ist minimalsuffzient.

Beweis. Folgt unmittelbar aus den Resultaten aus Abschnitt 2. O

3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

Die Maximum-Likelihood-Schétzung ist die populéarste Methode zur Konstruktion von Punkt-
schéitzern bei rein parametrischen Problemstellungen.

3.2.1 Schatzkonzept

Maximum-Likelihood-Prinzip: Finde Maximum-Likelihood-Schatzwert 5, so dass
L(é\; x) > L(6;x) fir alle § € ©.

Dazu dquivalent ist
(@) > ((6:2), €(6) = log L(6)
mit der Log-Likelihood ¢. Meist sucht man nach (lokalen) Maxima von ¢(6) durch Nullsetzen
der Score-Funktion -
5(0) = o0l(8) _ (86(9) (%(0))
06 20, "7 96,

(soweit die 1. Ableitung der Log-Likelihood existiert!) als Losung der sogenannten ML-
Gleichung

s(@) = 0.
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