3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

Die Maximum-Likelihood-Schatzung ist die popularste Methode
zur Konstruktion von Punktschatzern bei rein parametrischen
Problemstellungen.



3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.1 Schatzkonzept
Maximum-Likelihood-Prinzip: Finde Maximum-Likelihood-

Schatzwert 5 so dass
L(6; x) > L(6; x) fiir alle 6 € ©.
Dazu aquivalent ist
0(8; x) > £(6; x), £(6) = log L(6)

mit der Log-Likelihood ¢. Meist sucht man nach (lokalen) Maxima
von {(0) durch Nullsetzen der Score-Funktion

(az(e) af(e)>T

_ (o)
260, ' 08,

0) =5 =

(soweit die 1. Ableitung der Log-Likelihood existiert!) als Lésung
der sogenannten ML-Gleichung

-~

s(#) = 0.



3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.1 Schatzkonzept
Dies funktioniert (meist) unter Annahme von Fisher-Regularitat.
Nur in einfachen Fallen ist die Losung analytisch zuganglich. Die
numerische Losung geschieht tiber Verfahren wie
Newton-Raphson, Fisher-Scoring, Quasi-Newton oder iiber den
EM-Algorithmus. Erstere drei Verfahren arbeiten mit der
Hesse-Matrix der Log-Likelihood bzw. Approximationen an diese:

_ 822(6’) 825(6)
J:¥) = =500 = (‘aa,-ae,-)
heiBt beobachtete Informationsmatrix. Bildet man den

Erwartungswert beziiglich aller moglichen Stichproben X aus X, so
erhalt man die erwartete Informationsmatrix

1(6) = Eq[J(6; X)].

Unter Fisher-Regularitat gilt (vgl. Abschnitt 86):
Eg[s(0)] =0 und Covy(s(8)) = Eg[s(0)s(8) '] = 1(6).



3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.1 Schatzkonzept

Beispiel 3.3 (Lineares Modell)
Betrachte
y=2ZB8+e mit e ~ N(0,0°I).

» Likelihood:

L(B.0%) o (72) "2 exp (515 Iy - 262

» Log-Likelihood:

n 1
/ 2 . 2y - 4 2
(8,0%) = —3 log(0%) — 55 ly — 28
KQ-Kriterium



3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.1 Schatzkonzept

» Score-Funktion:

ol(B3, o2 1

sa(p.0?) = MT) Z2Ty - zp)
1

s,2(B,0%) = —$+WHY—25H2

Man verifiziert leicht, dass E[sg] = E[s,2] = 0 ist. Aus den
ML-Gleichungen, die sich durch Nullsetzen der
Score-Funktionen ergeben, folgt:

BuL = (z'z)'zy,

1
oh = lly-28.



3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.1 Schatzkonzept

» Score-Funktion (fortgefiihrt):
Der ML-Schatzer fiir 3 entspricht also dem KQ-Schatzer. Der
ML-Schitzer fiir o2 ist verzerrt, aber asymptotisch
erwartungstreu.

Der Restricted Maximum Likelihood (REML) Schatzer
ohew = ——ly - 28]
REML = )

ist erwartungstreu fiir o2. Dabei ist p die Dimension von 3.



3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.1 Schatzkonzept

» Informationsmatrizen:

o0¢ Jsg 1_+ ~\ 1 .
~ 3808 = ~8 = ?Z zZ= (Cov(ﬂ)) (von y unabhingig)
0°¢ 1_+ 00
~9p00 ~ a2 V=20 = B [_86802] =0
o n ly — 2|2 ¢ 1 n
902002 2(02)2 * (02)3 = E " 9020902 204

Der letzte Erwartungswert folgt aus

ly —ZB|> =D & ~ o>3(n).
=1



3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.1 Schatzkonzept

Beispiel 3.4 (GLM)

Seien y; unabh- f(yilpi) fir i =1,...,n mit u; = h(x, B), etwa

yi ~ Po(\;) und \; = exp(x; 3) (loglineares Poisson-Modell, vgl.
generalisierte Regression).



3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.1 Schatzkonzept

Beispiel 3.5 (GLMM fiir Longitudinaldaten)

Seiy; = (yi1,---,Yit,- - -, yiT) mit bedingt unabhangigen
Komponenten yjr ~ f(yit|pie) und pjr = h(zzﬂ + w?t_'y,-).

Die ~; sind z.B. individuenspezifische Intercepts (w;; = 1) mit
Prioriverteilung ~; Hg N(0,72). Die Likelihood des Parameters
0 = (B, 72) lautet

n T
1(,7%) = / [T T # 0l 7 7)e3) i

i=1t=1

Losungsansatze fiir die Maximierung der Likelihood:
EM-Algorithmus oder numerische Integration mit REML bzw.
Bayes-Inferenz. Siehe die Vorlesungen Gemischte Modelle und
Analyse Longitudinaler Daten.



3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.2 Iterative numerische Verfahren zur Berechnung des ML-Schatzers

EM (Expectation-Maximization)-Algorithmus

Der EM-Algorithmus ist eine Alternative zu Newton-Raphson,
Fisher-Scoring usw., vor allem in Modellen mit unvollstandigen
Daten oder latenten (nicht direkt beobachtbaren) Variablen oder
Faktoren (vgl. Computerintensive Methoden).
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3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.2 Iterative numerische Verfahren zur Berechnung des ML-Schatzers

Beispiele:

» Bei einer Screening-Untersuchung werden positive
Testergebnisse eines Schnelltests durch den Goldstandard
geprift, negative Testergebnisse jedoch nicht. Daher ist die
Verteilung der Anzahl positiver Testergebnisse aus k Tests bei
den wirklich Kranken bekannt, nicht jedoch die Haufigkeit von
0 positiven Testergebnissen aus k. Fiir die Ermittlung der
Falsch-Negativrate ware dieser nicht beobachtete Wert jedoch
relevant.

» Die Daten stammen aus einer Mischverteilung, aus welcher
Mischungskomponente jede Beobachtung stammt, ist jedoch
unbekannt.

» Gemischte Modelle



3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.2 Iterative numerische Verfahren zur Berechnung des ML-Schatzers

Notation:

» x beobachtbare (,,unvollstandige”) Daten

» z unbeobachtbare Daten/latente Variablen

> (x,z) vollstandige Daten

» L(0;x) = f(x|0) Likelihood der beobachtbaren Daten

> L(0;x,z) = f(x,2z|f) Likelihood der vollstandigen Daten

Der EM-Algorithmus ist insbesondere niitzlich, wenn L(; x)
schwierig zu berechnen und L(0; x,z) leichter zu handhaben ist.



3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.2 Iterative numerische Verfahren zur Berechnung des ML-Schatzers

Intuition:
00;x,z) = £(0;z|x)+ ¢(0;x)
= E[((0;x,Z2)] = E[¢(0, Z|x)1+€(«9; x),

Q(8;0(K)) C(6;60())

wobei der Erwartungswert IE bzgl. f(Z|x; 8(%)) genommen wird.

Es gilt C(A(K); 9(K)) > C(A+1D); 9(K)) wegen der
Informationsungleichung.

Daher folgt aus Q(8(k+1); (k) > Q(a(¥); (k)
20+ x) > £(8%); x).

Vorgehen: Fiir gegebenes 6(%) maximiere Q(Q;G(k)) uber 8. Neues
9(+1) erhsht die Likelihood. Iteriere.



3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.2 Iterative numerische Verfahren zur Berechnung des ML-Schatzers

Algorithmus 1 : EM-Algorithmus

Startwert: §(0)
» E-Schritt: Berechne

Q(0) = Q(6;00)) = I, [¢(6; x, Z) |x, 0°)].

» M-Schritt: Berechne A1), so dass Q(6) maximiert wird:

o) = argmax Q(6).
0

Iteriere E/M-Schritte: (9 9(V) . 9(K) bis zur Konvergenz.
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3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.2 Iterative numerische Verfahren zur Berechnung des ML-Schatzers

Unter relativ allgemeinen Annahmen gilt 6(¥) — «/9\ML firk — oo.

Eigenschaften des EM-Algorithmus:
» Monotonie: £(65*1); x) > ¢(6(); x).
» Langsame Konvergenz.

» Der Standardfehler des resultierenden Schatzers ist schwierig
zu bestimmen, die Informationsmatrix ist nicht direkt
zuganglich wie beim Fisher-Scoring.

Eine Alternative bietet u.a. die Bayes-Inferenz.



3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.2 Iterative numerische Verfahren zur Berechnung des ML-Schatzers

Beispiel 3.6 (Mischverteilungen)
Seien Xi,..., X, i.i.d. wie X ~ f(x|6). Betrachte die
Mischverteilung

J

f(x10) =Y mifi(x|6;) mit 6= {0}y {m}in).

j=1
Dabei sind
» 7; unbekannte Mischungsanteile, Zle =1,
> fi(x]0;) die j-te Mischungskomponente,

» 0 der unbekannte Parameter(-vektor) .
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3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.2 Iterative numerische Verfahren zur Berechnung des ML-Schatzers
Speziell: Bei einer Mischung von Normalverteilungen erhalten wir
() o 512 exp <—i(x )T - u,-))
X ~ mN(u1, 1)+ maN(u2, X2) + ... + 7y N(py, ).
Im univariaten Fall mit zwei Mischungskomponenten also:
X ~ miN(u1,0%) + maN(ua, 03).

Interpretation des Mischungsmodells (3.2): x; entstammt einer von
J Subpopulationen, wobei in Subpopulation j gilt:

Xilj ~ £i(xil6)-
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3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.2 Iterative numerische Verfahren zur Berechnung des ML-Schatzers

Definiere die unbeobachtete (latente) Indikatorvariable Z; fiir
j=1,...,J durch

Z; =] 4 x; ist aus Population j.

Die Randverteilung sei P(Z; = j) = nj, j=1,...,J. Dann lautet
die bedingte Verteilung von x;|Z;:

xi|Zi = j ~ fi(xi|6)).
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3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.2 Iterative numerische Verfahren zur Berechnung des ML-Schatzers

Die Log-Likelihood der beobachteten Daten x ist

Zlog ZT(J i(xi6;) |

die der vollstandigen Daten (x, z)
00, x,z) = Zlog f(xi, zi|0)

= Zlog f(xilzi; 0) - f(zi))

n

= Z(Iog £, (xil0z) + log m5,).

i=1
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3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.2 Iterative numerische Verfahren zur Berechnung des ML-Schatzers

E-Schritt:
Q(0) = By, [£(6; x, Z)|x, 0]
" 1 1
=30 P Hlog m; — 5 log 5] — 5 (xi — ) ;M0 — 7))
i=1 j
wobei wir nur
£ (60

(k) _ . p(k)y Bayes j
p) = P(Z; = jlx;, 00 B -
g L 7 f(xi]08)

furi=1,...,n, j=1,...,J tatsachlich in der Praxis berechnen
mussen.
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3.2 Maximum-Likelihood-Schatzung

3.2.2 Iterative numerische Verfahren zur Berechnung des ML-Schatzers

n J
P 1 1 _
0) =" Py {logm; — 5log |5 — 5 (x — ) "X (6 — )}

i=1
M-Schritt: Berechne
(k+1)
iy arg;jnax Q0 Z pjj

,u,j( +1) = argmax Q(6 ZW X;

Hj

Fin) = argzmaXQ() Z wi (o — ) — )T
J i=1
k) _ _p

mit wi = 5~
s=1Pjs

binomialen Likelihood (fiir J > 2 braucht man Lagrange). 2.4-3.

folgt als Maximierer der gewichteten Normalverteilungslikelihood.

w- 1. folgt fir J =2 als Maximierer der
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