2.3 Bereichsschatzungen und Konfidenzintervalle
2.3.1 Definition und Beurteilung der Giite

Definition 2.39 (Bereichsschatzung)

Eine Bereichsschatzung (ein Konfidenzbereich) C fiir T(6),

T:© — X, zum (vorgegebenen) Vertrauensgrad (Konfidenzniveau)
1 — « ist eine Abbildung des Stichprobenraums X in die
Potenzmenge P(X), also x — C(x) € P(X), mit {7(0) € C(X)}
messbar und

Py(7(0) € C(X)) >1—a« fiiralle § € ©.
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C(X) ist ein zufalliger Bereich in P(X). Nach Beobachtung der
Stichprobe X = x ist C(x) gegeben. Der Aussage

7(0) € C(x) (richtig oder falsch)

wird der Vertrauensgrad 1 — « zugeordnet. Dabei gilt die bekannte
Haufigkeitsinterpretation. Ist C(x) fiir jedes x ein Intervall, so
heiBt C(x) Konfidenzintervall und C eine Intervallschitzung.

Eine Wahrscheinlichkeitsaussage zu

7(0) € C(x)

bei gegebenem x ist im Rahmen der Bayes-Inferenz (ohne logische
Probleme) moglich.

Die ,, Prazision” von C(X) wird gemessen durch die erwartete
GroBe des Bereichs bzw. durch die Lange des Konfidenzintervalls.
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Beispiel 2.25
Seien Xi,..., X,

C(X) = [X—tn_l(g); X+t 1( );]

ein Konfidenzintervall fiir . Die Lange

=" N(p,0?) und

Vvn

von C(X) ist zufallig mit Erwartungswert

=2u(5)

o 2 M(n/2)

E(L)zztn,l(%)i E(S) =2 t,_ 1(0“)

Vn vV n—1T((n—1)/2)
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Beispiel 2.25 fortgefiihrt
Es gilt:

1— o« groBer — IE(L) groBer,
n groBer — IE(L) kleiner.
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Bei der Beurteilung der Prazision eines Konfidenzintervalls durch
die Lange ist ein Konfidenzintervall umso besser, je kiirzer seine
erwartete Lange ist. Allgemein wird ein Konfidenzbereich C durch
die mittlere ,, GroBe” beurteilt. Dazu sei 7w ein MaB auf ©. Dann ist

m(C(x))

die GroBe von C(x). Bei Konfidenzintervallen ergibt sich die Lange,
wenn 7 das Lebesgue-MaB ist. Dann ist

Eg(m(C(X)))

die zu erwartende GroBe. Zur Beurteilung der Giite reicht die
erwartete Lange bzw. GroBe allein nicht aus.
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Definition 2.40 (Kennfunktion eines Konfidenzbereichs)

Eine Kennfunktion ist definiert als eine Funktion

ke(6,6') == Py(C(X) 2 7(6)).

Dabei ist 6 der ,wahre” Wert und 6’ irgendein Wert in ©.

» Fiird =0 ist ,C(X) > 7(6)" eine Aussage, deren
Wahrscheinlichkeit moglichst groB sein soll.

> Fiir 0 # 60" mit 7(0') # 7(0) ist ,,C(X) 3 7(#')" eine Aussage,
deren Wahrscheinlichkeit moglichst klein gehalten werden soll.

Im Weiteren betrachten wir den Spezialfall 7(6) = 6 mit
skalarem 6. Dann ist

ke(6,60') =Po(C(X) > 6).
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Definition 2.41

1. Ein Konfidenzbereich besitzt den Vertrauensgrad 1 — « : &f
ke(0,0)>1—a firalled =0.

2. Ein Konfidenzbereich zum Vertrauensgrad 1 — o heilSt

.. def
unverfilscht : &

kc(0,0)Y<1—a fir #0.

3. Ein [unverfélschter] Konfidenzbereich Cy zum Vertrauensgrad
1 — « heiBt gleichmaBig bester (trennscharfer) [unverfalschter]

Konfidenzbereich : & fiir alle 0' # 0 und alle [unverfalschten]
Konfidenzbereiche C zum Vertrauensgrad 1 — « gilt

key(6,87) < ke(6,6).
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Jeder gleichmaBig beste Konfidenzbereich besitzt auch die kleinste
zu erwartende GréBe (aber nicht umgekehrt).

Beweis.
[r(ctndra) = [ [ i ®)dn(@)daac
X X ©
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Fir jedes ,,wahre" @ gilt also

/ H(C(x))dPy(x) = / k(0.6 dn(d).

X © Kennfunktion des
~~ Konfidenzbereichs
erwartete GroBe
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2.3.2 Dualitat zwischen Konfidenzbereichen und Tests

Wir legen den oben beschriebenen Spezialfall 7(0) = 6 mit
skalarem 6 zugrunde.

Zu jedem festen 6 betrachten wir einen Niveau-a-Test ¢g(x) fiir
die Nullhypothese Hy = {0} gegen die Alternative H; = ©\Hp. Die
Tests sollen nicht randomisiert sein, so dass sie durch die
Festlegung einer PriifgroBe Ty = Ty(x) und eines kritischen
Bereichs (Ablehnbereichs) Kp bestimmt werden:

4o() — {1 fiir Ty(x) € Ko,

0 sonst.
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Die Nullhypothese , Der unbekannte Parameter hat den Wert 0"
wird nach Beobachtung von X = x genau dann nicht abgelehnt —
durch die Beobachtung , bestatigt” — wenn

To (x) € Kg = Annahmebereich des Tests ¢y

gilt. Daher ist es naheliegend, als einen Konfidenzbereich nach der
Beobachtung X = x den Bereich

C(x):={0 € 0: Ty(x) € Ky}

zu definieren; dem entspricht vor der Beobachtung der zufallige
Bereich

C(X)={0cO:TyX)c Ky}

bzw.

C(X) = {0 € ©:dp(X) =0}
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2.3.2 Dualitat zwischen Konfidenzbereichen und Tests

Eine Bestatigung obiger Vorgangsweise ist der folgende Satz.

Satz 2.43 (Korrespondenzsatz)

1. Ist {¢g} eine Menge von Tests ¢g fiir Hy = {0} gegen
Hy = ©\{0} zum Niveau «, so ist
C(X) :={0 € ©: ¢p9(X) = 0} ein Konfidenzbereich zum
Vertrauensgrad v = 1 — a.

2. Ist {¢p} eine Menge gleichmaBig bester [unverfalschter| Tests,
so ist auch C(X) ein gleichmaBig bester [unverfalschter]
Konfidenzbereich.
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2.3.2 Dualitat zwischen Konfidenzbereichen und Tests

Beweis.
Der Beweis zu 1. ergibt sich aus

Po(C(X) 2 60) =Py(¢p(X)=0)>1—« firalle § €O,
derjenige fiir 2. aus der Beziehung

ke(8,6') = Py(C(X)36') =Py(dy(X) =0)
= 1-Py(dp(X)=1)=1—-g, ,(0)

fir alle 6,0" € ©. Dabei bezeichnet 8o, die Gutefunktion des
Tests ¢ . [
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2.3.2 Dualitat zwischen Konfidenzbereichen und Tests

Der Korrespondenzsatz lasst sich verallgemeinern auf die Situation,
in der man gegeniiber bestimmten Fehlschatzungen besonders
empfindlich ist; man hat dazu eine Testfamilie solcher Tests
zugrunde zu legen, die die entsprechenden Hypothesen testen, also
nicht mehr Tests mit zweiseitiger Fragestellung.

Dartiber hinaus gilt der im Korrespondenzsatz enthaltene
Zusammenhang zwischen Tests und einem Konfidenzbereich auch
dann, wenn randomisierte Tests zugelassen werden, so dass man
auf diese Weise zu einem randomisierten Konfidenzbereich kommt:
C(x) ist die Menge aller 6, die bei der Beobachtung x von dem
Test ¢y (auch nach Randomisierung) nicht abgelehnt werden.
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2.3.2 Dualitat zwischen Konfidenzbereichen und Tests

Auf diese Weise lasst sich die Theorie der Bereichsschatzungen auf
die Testtheorie zuriickfiihren bis auf das folgende Problem: Damit
ein , verniinftiger" Konfidenzbereich (verniinftig im topologischen
Sinn, also zum Beispiel ein Konfidenzintervall) aus der Testfamilie
konstruierbar ist, muss die Testfunktion ¢y(x), besser noch die
PriifgroBe Ty(x) als Funktion in 6 (fiir jedes feste ) , gutartig”
sein (im ldealfall monoton in 6);

auBerdem darf die Verteilung von Ty(X) nicht von 6 abhangen,
zusammen bedeutet dies: Ty(X) muss eine PivotgréBe sein, die auf
»einfache” (zum Beispiel monotone) Weise von 6 abhangt:
Gesucht sind einfach strukturierte PivotgroBen.
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