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Likelihood-Schitzung fiir lineare gemischte Modelle Schitzung der festen und Vorhersage der zufilligen Effekte

Schatzung der festen Effekte

Fiir die Schatzung der festen Effekte 3 verwenden wir die marginale Verteilung
(9), y ~ N(XB, V).

Wir nehmen zunichst an, dass die Kovarianzen Cov(b) = G und Cov(e) = R,
und damit Cov(y) = V = ZGZ' + R, bekannt sind. Dann ist (9) ein allgemeines
lineares Modell. Das verallgemeinerte Kleinste-Quadrate (KQ)-Kriterium

(y = XB)YV 'y - XB) — min

flir 3 ergibt den verallgemeinerten KQ-Schatzer (Aitken-Schatzer)
B=(X'VX) " XVly (10)

~1
. . . — / — . .
(Wir nehmen hier an, dass die Inversen V! und (X'V 1X) existieren.
Verallgemeinerungen mit generalisierten Inversen existieren.)
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Schatzung der festen Effekte

Dies ist gleichzeitig der Maximum-Likelihood (ML)-Schatzer, wenn wir die

Normalverteilungsannahme treffen: Die log-Likelihood fiir 3 aus dem marginalen
Modell (9) ist

I(8) = 1 log(2) — - log| V| — S(y — XB)'V "Xy — XB). (1)

%/(ﬂ) =XV (y-XB) =0 = B=(XVX) XVvy.
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Optimalitat des Schatzers fiir 3

B ist der BLUE, der beste lineare erwartungstreue Schatzer (best linear unbiased
estimator) fiir 3. Beweis:

Erwartungstreue E(B) = (X’V_1X)_1 X'V7iX3 =3 ist klar.

Sei 3 = a + By ein anderer linearer erwartungstreuer Schatzer fiir 3.

= E(B)=a+BXB=8 Y8 = a=0und BX =1,
= Fiir alle ¢ € RP gilt

Var(¢'B) — Var(c'3)
= BVBc—-c/(X'V X)) X'v-lvv-iX(X'v X)) c
= 'BVB'c—c'BX(X'V'X)"'X'B'c
= BVY?[l,— v 2X(X'VIX)IX' v Y2 vY2B ¢ > 0,

da die mittlere Matrix eine Projektionsmatrix (idempotent) und damit positiv

semi-definit ist. Damit ist B der lineare erwartungstreue Schatzer mit der kleinsten
Varianz. []
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Optimalitat des Schatzers fiir 3

@ Unter der Normalverteilungsannahme kann man sogar zeigen, dass 3 der
beste erwartungstreue Schatzer ist.

o Mit der Transformation X* = V~1/2X, y* = V_l/zy, e* = V2% gilt
y*=X"B+¢e* mite* ~ N(0,1,).
Somit kann das marginale Modell y ~ N(X 3, V) auf das gewohnliche lineare
Modell y* ~ N(X*3,I,) zuriickgefiihrt werden.

Die Optimalitatseigenschaften von B ergeben sich dann unmittelbar aus dem
Gaul-Markov-Theorem fiir das gewohnliche lineare Modell.
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Pradiktion der zufalligen Effekte

Oft ist es von Interesse, auch Vorhersagen fiir die zufalligen Effekte b zu erhalten.
Dazu bendtigen wir die hierarchische Modellformulierung (8).

Unter der Normalverteilungsannahme ist der bedingte Erwartungswert

b= E(b|y) von b, gegeben die Daten y, die beste lineare erwartungstreue
Vorhersage (BLUP, best linear unbiased prediction) fiir b.

@ b ist wegen des Satzes vom iterierten Erwartungswert unverzerrt:

E(b) = E(E(bly)) = E(b) = 0.

AN

Fiir die zufdlligen Effekte wird hierbei Unverzerrtheit als E(b) = E(b)
definiert und nicht etwa als E(b|b) = b fiir alle b.
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Pradiktion der zufalligen Effekte

o b= E(bly) minimiert E[(b— b) (b — b)] in der Klasse der unverzerrten,
linearen Schatzer b:

o2

E[(b— b)'(b — b)] = E(
= E[(

—b+b—b)(b—b+b—b)

— b)'(b— b)] + 2E[(b — b)'(b — b)]
+ E[(b — b)'(b — b)]

= E[(b— b)'(b— b)] +E[(b— b)'(b— b)]

> E[(b— b)Y (b — b)],

o

da E[(b — b)'(b— b)] = E, Ey,[(b — b)'(E(bly) — b)] =0,
Gleichheit gilt fiir b = b.
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Pradiktion der zufalligen Effekte

Um b explizit zu bestimmen, betrachte die gemeinsame Verteilung von y und b.
Diese ergibt sich aus dem zweistufigen hierarchischen Modell fiir y|b und b zu

(3) (%) (e &) 2

Herleitung fiir Interessierte: — Extrablatt.

Klar: Aus (12) folgt wiederum (Satz B.4, Fahrmeir et al., 2009)
e b~ N(0,G)
o ylb~ N(XB+2Zb,V—-ZGG 'GZ =R).

Aus (12) folgt (Satz B.4, Fahrmeir et al., 2009) der bedingte Erwartungswert
E(bly) = GZ'V~'(y — XB). (13)

In der Praxis wird der unbekannten Vektor 3 in (13) durch den verallgemeinerten
KQ-Schatzer 3 aus (10) ersetzt,

b=GZ'Vi(y — XB).
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Henderson’s mixed model equations

BLUE und BLUP (gemeinsam auch mit BLUP bezeichnet) B und b sind die
Losung der sogenannten Henderson's mixed model equations

X'RXB+X'R*Zb = X'Rly (14)
ZR'XB+(ZR'Z+G Y = ZRly
Fiir diese Schatzgleichungen gibt es mehrere Herleitungen, u.a. folgende drei:

(1 3 und b haben minimale Varianz unter den linearen erwartungstreuen
Schitzern /Vorhersagen. (Analog: Linearkombinationen, z.B. y = X3 + Zb.)

@ Eine bayesianische Herleitung (mehr in Kapitel 4).

© Die Schatzgleichungen ergeben sich bei Maximierung der gemeinsamen
Likelihood L(y, b) von y und b simultan beziiglich 3 und b.
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Gemeinsame / penalisierte Likelihood

Wegen p(y, b) = p(y|b)p(b) ergibt sich (bis auf additive Konstanten)

I(y,b) =logL(y,b) = —%(y—X,B—Zb)'R_l(y—Xﬁ—Zb)— %b/G_lb. (15)

Diese kann als penalisierte Likelihood aufgefasst werden mit Strafterm b'G ~*b.
Die Maximierung ist aquivalent zur Minimierung des penalisierten KQ-Kriteriums

KQpen(B,b) = (y — XB — Zb)R™'(y — X3 - Zb)+ b'G'b.  (16)

@ Der erste Term entspricht einem verallgemeinerten KQ-Kriterium.

@ Der zweite Term beriicksichtigt die Verteilungsannahme fiir b und bestraft
(b'G~'b > 0 wegen G > 0 als Kovarianz) Abweichungen von E(b) = 0.

o Fir GzOgiIthO.
o Fiir G™' — 0 geht G ~'b — 0 und b wird wie ein fester Effekt geschitzt.

Differenzieren von KQpen(3, b) und Nullsetzen der Ableitungen ergibt (14).
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Definiert man C = (X|Z) und die partitionierte Matrix

-(1%)

so ldsst sich die Losung der Schatzgleichung (14) auch in der folgenden
kompakten Form schreiben

< % > =(C'R'C+A)"'C'Ry. (18)
In dieser Form erkennt man die enge Beziehung zur Ridge-Schatzung.

Ebenso besteht ein enger Zusammenhang zur (empirischen) Bayes-Schatzung
(mehr dazu spater).
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Shrinkage

b ist ein Shrinkage-Schatzer fiir b, d.h. seine Komponenten haben eine geringere
Streuung als sie hatten, wenn b als feste Effekte behandelt wiirden.

Dies scheint auf den ersten Blick der Eigenschaft der Unverzerrtheit des BLUP zu
widersprechen. Erwartungstreue bedeutet hier jedoch

und nicht

E(b|b) = b fiir alle b.
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Shrinkage

X3+ Zb

= XB+ZGZ'Vi(y — XB)

— (V-ZGZ)VXB+2ZGZ'vly
— RVXB+2GZ'Vvly.

<)
|

Der BLUP fiir y ist also ein gewichtetes Mittel des Populationsmittels XB und
der individuellen Daten y. Die beobachteten Daten werden gegen das
Populationsmittel ,,geschrumpft” (“borrowing of strength™).

Beachte, dass V=R + ZGZ'.

@ Wenn die Varianz der ResiduAen R im Verhaltnis grol} ist, wird viel Gewicht
auf das Populationsmittel X3 gelegt.

@ Wenn R klein ist, gilt das Gegenteil.
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Schitzung der festen und Vorhersage der zufilligen Effekte

Shrinkage - Varianz-Bias-Tradeoff

Beispiel Random-Intercept-Modell (ohne Kovariablen)

vij = bi + ¢€jj,

Fir den BLUP lAJB P

gilt

iid

iid

bi % N(0,72), g5 " N(0, o

Jj=1,...,

~BLUP
b

und den KQ-Schatzer BKQ

~KQ
b

nj,i =1, ...

~der b als feste Effekte schatzt,

N\

b
E(b;|b;)
Var(b;| b;)
MSE(b;)

MSE(b;) = Eb Eyp[(bi — b;)?] = Ep[Var(bi|b;)

Gemischte Modelle

+ (E(bi|b) —
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Schatzung der Kovarianzstruktur

Sei ¥ der Parametervektor, der alle unbekannten Parameter in den
Kovarianzmatrizen R = R(v¥), G = G(¥) und V = V(1) enthilt.

Indem man einen (konsistenten) Schatzer ¥ einsetzt, erhdlt man die geschatzten
Kovarianzmatrizen

R=R(¥), G=G(9), V=V(@),

die fiir die Berechnung der BLUPs von 3 und b verwendet werden kdnnen.
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Maximum-Likelihood (ML)-Schatzung von ¥

Die ML-Schatzung von 9 basiert auf der Likelihood des marginalen Modells

y ~ N(XB, V(9)).

Die log-Likelihood fiir B und 1 ist bis auf additive Konstanten gegeben durch
I(8,9) = —= {log\V 9)[+(y — XB)YV(9)(y - XB)} .

Maximiert man /(3,19) fiir festes 9 beziiglich 3, so erhalt man (wieder)

B(9) = arg max (I(8,9)) = (X'V(©) X)X V()
Einsetzen von B(Q?) in 1(3,1) liefert die nur von 9 abhangige Profil-log-Likelihood

Ip(9) = I(B(9). 9) = — {log | V()] + (y — XB®)) V(9) My ~ XBW))}

Maximierung von /p(1}) beziiglich ¥ liefert den ML-Schatzer @ML.
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Motivation REML-Schatzung

ML-Schatzer fiir Varianzen sind (nach unten) verzerrt, da der Verlust von
Freiheitsgraden durch die Schatzung von 3 unberiicksichtigt bleibt.

Beispiel lineares Modell Y ~ N(X3,0%1,)

02.

@ ML-Schitzer ist 02 = 1€’ aber E(AZ) =

n
@ Benutzt wird iiblicherweise der erwartungstreue Schitzer 02 = nl ge.
Dies ist der restringierte Maximum Likelihood-Schatzer. Er beriicksichtigt den
Verlust an Freiheitsgraden durch Schatzung von 3.
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REstringierte Maximum-Likelihood (REML)
Schatzung von ¥

Grundidee: Basiere Likelihood nicht auf y, sondern auf (n — p) linear
unabhangigen Fehlerkontrasten Ay, deren Verteilung von 3 unabhangig ist.

Teile die log-Likelihood in zwei Teile auf fiir Ay (fiir ) und By (fiir 3) mit
@ A von Rang n— p und B von Rang p.

@ Die zwei Teile sind statistisch unabhangig, also hier Cov(Ay, By) = 0.
© Ay sind Fehlerkontraste, d.h. E(Ay) = 0.

© BX hat Rang p (= By schatzt eine eineindeutige Funktion von 3).
Geeignete Matrizen: A= I, — X(X'V ' X)"1 X'V, B=(X'V'X)"1X'v 1

— Englischer Name residual oder restricted maximum likelihood estimation.
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Aus den ersten zwei Punkten folgt, dass die log-Likelihood / = I’ + [* ist (bis auf
additive Konstanten), /’ fiir Ay und /* fiir By.

Maximierung von [* (aus By) bzgl. 3 ergibt den MLE/BLUE A3 (abhangig von 19).

Maximierung von I’ (aus Ay) bzgl. ¥: Die restringierte log-Likelihood ist (bis auf
additive Konstanten) unabhangig von dem gewahlten Fehlerkontrast

1 1 1 ~ A
k() = —log|V| — , log|X'V"'X| 5 (y — XBY V" }(y - XB)
= I(B(9).9) ~ 5 log| X'V X| (19)

Herleitung fiir Interessierte: — Extrablatt R
Maximierung ergibt den restringierten ML- (REML)-Schatzer @ rep fiir 9.
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Alternative Herleitung des REML-Schatzers

Alternativ maximiert der REML-Schatzer @REMI_ die marginale log-Likelihood fiir
9, bei der 3 aus der Likelihood L(3,1) des marginalen Modells herausintegriert
wird

Ir(9) = log ( e ﬂ)dﬂ) | (20)

Diese ergibt sich bis auf additive Konstanten wieder als (19). — Ubung

Auch beim LMM ist die Reduktion der Verzerrung von I der Hauptgrund fiir
die Verwendung von drenm als Schatzer fiir 9. Es ist jedoch allgemein nicht
gesichert, ob auch der mean squared error (MSE) geringer wird.
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Empirische Versionen von BLUP und BLUE

Mit den durch (RE)ML geschatzten Kovarianzmatrizen R, G und V ergeben sich
empirische Versionen von BLUP und BLUE, EBLUP und EBLUE, fir b und 3,

@ Im Gegensatz zum linearen Modell sind die Schatzer der festen Effekte 3 im
LMM abhangig von der Kovarianzmatrix V. Daher sind die Schatzer

/3(79REML) und ,B(ﬁML) nicht identisch.

o Nach Einsetzen von ¥ gelten die Optimalitatseigenschaften nicht mehr exakt.

@ Ebenso sind die Varianzen bzw. Kovarianzmatrizen der Schatzer analytisch
nicht exakt zuganglich (mehr spater).
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Numerische Berechnung der Schatzer

o Die Maximierung von Ir(9) [Ip(9)] zur Berechnung von Yren [On] erfolgt
wegen Nichtlinearitat in 99 meist per Newton-Raphson oder Fisher-Scoring.

@ Dabei konnen diese Algorithmen keine Restriktion von Parametern auf [0, o)
beriicksichtigen, sodass negative Schatzer fiir Varianzen entstehen konnten.

@ Daher maximiert 1me () in R-Paket nlme die (restringierte) log-Likelihood
bzgl. der skalierten log-Varianzen. Allerdings kann diese Methode ein
Maximum in der Null (kein zufélliger Effekt) nicht finden.

@ 1mer() in R-Paket 1me4 verwendet eine Parametrisierung, die iiber eine
Nebenbedingung positiv (semi-)definites G sicherstellt und singuldres G
erlaubt. Die Funktion verwendet Optimierung mit Nebenbedingungen statt
Newton-Raphson.
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Numerische Berechnung der Schatzer

@ Die Bedingungen an ¥ unterscheiden sich zwischen marginalem (V positiv
(semi-)definit) und konditionalem Modell (G und R positiv (semi-)definit).
Softwarepakete maximieren bzgl. 9 zum Teil iiber einen groleren
Parameterraum als das konditionale Modell implizieren wiirde.

@ Die historisch erste Alternative ist der EM-Algorithmus, der die zufalligen
Effekte als fehlende Daten behandelt. Die Konvergenz kann langsam sein.
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Likelihood-Schatzung in R

Das klassische Paket zur LMM-Schatzung in R ist nlme. Eine ausfiihrliche
Beschreibung findet man im Buch der Autoren, Pinheiro & Bates (2000).

Der iterative Optimierungsalgorithmus ist eine Hybridversion aus zuniachst EM-
und im Anschluss Newton-Raphson(NR)-Algorithmus.

e EM-Algorithmus: Iterationen schnell und einfach zu berechnen. Schnell nahe
ans Optimum, Konvergenz nahe des Optimums potentiell sehr langsam.

@ NR-Algorithmus: Iterationen sehr rechenintensiv. (Berechnung 1. und 2.
Ableitung, Scorefunktion, Hessematrix, in jedem Schritt.) Moglicherweise
instabil entfernt vom Optimum. Sehr schnelle Konvergenz nahe des
Optimums.
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Alternativen

e Fiir additive und generalisierte additive gemischte Modelle (mehr dazu in
Kapitel 5) eignet sich das R-Paket mgcv, siehe auch Wood (2006).

@ 1me4 ist eine neuere Weiterentwicklung von Douglas Bates und Koautoren,
das lineare und generalisierte lineare gemischte Modelle fitten kann (unter
Benutzung von S4-Klassen). Siehe auch Bates, Maechler, Bolker & Walker
(2015). Fitting Linear Mixed-Effects Models using Ime4. Journal of Statistical
Software, angenommen. http://arxiv.org/abs/1406.5823.

@ Viele Beispiele fiir lineare gemischte Modelle mit SAS proc mixed finden
sich in Verbeke & Molenberghs, 2000.
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